1 Rotacija

1.1 Rotacija u ravni

Neka je vektor v :(V],Vz) nastao rotacijom u pozitivnom matematickom
smeru vektora U= (ul,uz) , razli¢itog od nula vektora, za ugao « . Odredi¢emo
koordinate vektora v pomocu koordinata vektora u i ugla « . Neka je p modul

vektora U 1vektora V: ||u|| :||V|| =p.

v=(v, ,VQ)”. S

(U, )

Sa slike se vidi da je
v, = peos(f+a) = p(cosfcosa—sin fsina),

v, = psin(B+a)= p(sinacos f+cosasin B).

Kako je
cosﬂ:ﬂ 1 sin,Bzﬁ
yo,
dobijamo

v, = p(cos Scosa —sin Bsina) = (cosar )u, —(sinex ) u,,

V, = p(sinacos B +cosasin ) = (sina )u, +(cosa)u,,
odnosno

V| |cosa —sina (U,

v, |sina  cosa u, )

Dobili smo da je v=Pu, gde je P matrica rotacije



P cosa@ —sina
" |sing  cosa |
Matrica P je ortogonalna, jer je PPT =E. To znac¢i da iz v=Pu sledi

u=P'v, pa je P" takode matrica rotacije, ali za rotaciju suprotnog smera od

rotacije opisane matricom P . To znaci daje P’ matrica rotacije za ugao —a , §to
se lako vidi ako se u matrice P ugao o zameni uglom —« .

1.2 Rotacija u prostoru

Rotacija oko jedne od osa u trodimenzionalnom prostoru je sli¢na.
Posmatracemo rotaciju oko z-—ose u pozitivnom smeru. Neka je vektor

v:(vl,vz,v3) nastao rotacijom u pozitivhom matematiCkom smeru vektora
u :(ul,uz,u3), razli¢itog od nula vektora, za ugao « . Odredi¢emo koordinate

vektora v pomocu koordinata vektora U 1 ugla . Zbog rotacije oko z—ose
o€igledno je v, =u,. Da bismo odredili vezu izmedu prvih i1 drugih koordinata

vektora U 1 VvV posmatracemo ortogonalne projekcije ovih vektora na ravan
odredenu X—osomi Yy—osom:

u, =(u,,u,,0) i v, =(v,v,,0).

=l

U=(uglpls) K— - V= (v Vg ¥g)

Uy = (uy.u5,0) ﬂ.\_r i - - -~

- - - V= (v, 0

p

Ocigledno, problem se sada svodi na rotacuju u Xy —ravni. Uzimajuéi u
obzir da nam je to poznato i da je v, = U, dobijamo

v, cosa -sina 0| U,
V, |=|sina cosa O] u,
A 0 0 1| u,

Sada je v=Pu, gde je P, matrica rotacije

cosag —sina O
P,=|sina cosa 0
0 0 1

Lako se verifikuje da je P,”' = P," matrica rotacije za negativan smer.

Na sli¢an nacin se izvode ortogonalne matrice za rotacije oko X—ose i
y —ose.



1.2.1 Rotacije u trodimenzionalnom prostoru

Neka je vektor v nastao rotacijom u pozitivhom matematickom smeru
vektora U, razli¢itog od nula vektora, za ugao a oko ose s. Tada je v=Pu, gde

je P, odgovarajuca matrica rotacije.

Rotacija oko X—ose

]

1 0 0
P=|0 cosa -sina y

0 sina cosa

Rotacija oko y—ose

cosaa 0 sina
Py = 0 1 0 y
—sina 0 cosa

Rotacija oko z—ose

]

cosa —sina 0
P,=|sina cosa 0 v
0 0 1



1.3 Kompjuterska grafika

Posmatratemo kako se tacka T(X;,Y;,Z;) moZe predstaviti na

komputerskom monitoru, odnosno u yz —ravni, koju posmatramo sa vrha X — ose.
Predpostavicemo da je ekran yz—ravan i da je X—osa normalna na ovu ravan.

Prvu koordinatu zadate tacke ¢emo zameniti nulom, a Zz-—koordinatu
y —koordinatu predstavicemo u yz —ravni.

]

S
"

Ako tacku T rotiramo prvo oko Z—ose za ugao & dobi¢emo

X; cosa —sina O X X, cosa — Y, sina
Ply; |=|sina cosa Of Y, |=|X%sina+Y;cosa |,
Z; 0 0 1\ z; Z;

a posle rotacije tako dobijene tacke za ugao £ oko y—ose dobijamo

X, cosa —Y; sina cosff 0 sinf | X cosa—Y;sina
P, | % sina+y;cosa |=| 0 1 0 X, sina + Y; cosa
Z —sinff 0 cosp || z;
X, cosar— Yy sina) [ cos (X cosa—y;sina)+1z;sin B
P,| X;sina +Yy; cosa |=| X sina + Y, cosa
Z; —sin (X cosa — y; sina ) + 2; cos 3

Znaci posle rotacija oko z—ose za ugao « a zatim rotacije oko Yy —ose za ugao
S dobijamo
X cos B(X; cosa —y; sina )+ z; sin
I:)y Pz yT

Z; —sin (X cosa — y; sina )+ z; cos 8

X; sina + Y; cosa

i



Kako nas interesuje tacka u yz—ravni posmatraéemo samo drugu i trecu
koordinatu poslednje tacke, odnosno tacku

X, sina + Y; cosa
—sin B(X; cosa — y; sina)+ 2, cos 3 )

Tacki T (X, Yr,Z; ) u trodimenzionalnom prostoru odgovara tacka

Te =(X sinar+ y; cosa,sin B(—X; cosa + Y, sina) +z; cos )
na ekranu.

Primer. Tatka T =(3,5,4) posle rotacije za a =346" oko z—ose i posle

toga za f=18 oko y-ose na ekranu se predstavlja ka tacka
T. =(4.126,2.531).

Tagke (3,0,0), (0,5,0), (0,0,4) preslikavaju se redom u tacke

T, = (—0.726, —0.9), T, = (4.851, —0.374), T, =(O, 3.804).
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